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1. BEVEZETÉS
A jelen beszámoló célja a 2006-2010 ido˝szakban elvégzett tényleges kutató munka eredményeinek összefoglalása,
összefüggésben a pályázat benyújtása idején készült munkatervvel. E tekintetben megjegyzendo˝, hogy egy kutatási pro-
jekt minden egyes részletét 4 vagy 5 év távlatában elo˝re nem lehet látni (ha erre mód volna, magára a kutatási tevékenység-
re nem volna szükség), az azonban joggal várható el, hogy nagy vonalakban az elvégzett munka összhangban legyen a
tervekkel.
Határozottan állítható, hogy a jelen kutatási projekt megfelel ennek a követelménynek. A programban bekövetkezett
kisebb mértéku˝ változások inkább a konkrét vizsgálatok elvégzéséhez és az eredmények illusztrálásához választott paradig-
mákban voltak. A BMF 2006-ban egy kutatói konzorcium vezeto˝jeként jelento˝s támogatást kapott az NKTH RET–
10/2006 sz. projektjének keretein belül, s megalapította „Közlekedésinformatikai és Telematikai Egyetemi Tudásközpon-
tját”, amelynek 2.3. sz. „Jármu˝viselkedés automatikus analízise” c. alprojektje határozottan jármu˝vek modellezését
igényelte. Erre az igényre 2005-ben, a pályázat benyújtásakor még nem számíthattunk, így akkor elso˝sorban ero˝sen nem-
lineáris vegyi folyamatok irányítására és vizsgálatára gondoltunk (a Belousov-Zhabotinsky reakció Field-Körös-Noyes
(FKN) féle ero˝sen egyszeru˝sített modellje). Ehelyett a késo˝bbiekben célszeru˝bb volt inkább jármu˝-modellekkel dolgo-
zni, amelyek mindkét projekt igényeinek megfeleltek. A jármu˝ paradigmák választása az eredmények oktatásban való
közvetlen hasznosítása szempontjából is elo˝nyösebbnek mutatkozott, mivel a gépészmérnök hallgatók „Mechatronika”
szakirányú képzése is inkább mechanikai eszközök vizsgálatát tudta hasznosítani. A továbbiakban a beszámolót a rés-
zletes munkatervben rögzített nagyobb csoportok szerint rendezzük.
2. A TÖRTREND ˝U DERIVÁLT FOGALMA KONVENCIONÁLIS ALAKJAINAK ELEMZÉSE
A terv a Grünwald-Letnikov féle
dα f
dtα :=
lim
h → 0
[
h−α−1
∞
∑
j=0
(−1) j
(
Γ(α +1)
Γ( j +1)Γ(α − j +1)
)
f (t− jh)
]
(1)
[ebben Γ() az Euler féle „gamma függvényt” jelenti], és a Caputo féle
dα f
dtα :=
1
Γ(1−α)
∫ t
0
[
d f (τ)
dτ
]
(t− τ)−α dτ (2)
alak [73] vizsgálatára koncentrált, különös tekintettel a végtelen sok tag véges sok taggal való közelítheto˝ségére, és a (2)
alak intgranduszának szinguláris jellege szempontjából.
Az irodalomból ismert volt, hogy a klasszikus mechanikai rendszerek kezdeti frakcionális modelljei (pl. [63], [64])
éppúgy, mint a különbözo˝ jelenségekre késo˝bb kifejlesztett modellek (pl. [65], [66], [67], [68], [69], [70], [71]), amelyek
az Euler-Lagrange egyenletek variációs elvbo˝l eredo˝ általánosításait tartalmazzák, a parciális integrálás használata miatt
a Riemann–Liouville féle frakcionális deriváltak mindig kevert, jobb- és baloldali formáinak megjelenésére vezetnek,
amelyek egzakt megoldása nagy matematikai nehézségek mellett található meg speciális esetekben.
bDαR f (t) :=
1
Γ(m+1−α)
(−d
dt
)m+1 ∫ b
t
f (τ)
(τ − t)α−m dτ, m < Reα < m+1,
aDαL f (t) :=
1
Γ(m+1−α)
(
d
dt
)m+1 ∫ b
t
f (τ)
(t− τ)α−m dτ (3)
Például a frakcionális diffúziós egyenlet adott kezdeti feltételhez kötheto˝ általános matematikai megoldásának fizikai
interpretációja sem minden esetben tiszta, ennek oka a Riemann–Liouville féle frakcionális deriváltak definíciójában rej-
lik (3) [72]: világos, hogy konstans f (s) is ad valami frakcionális derivált értéket, mivel az integrálon kívül vannak
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deriválások, és a hatványkitevo˝ nem egész. Hasonlóan, a klasszikus nemlineáris szabályozáselmélet egész rendu˝ derivál-
takat feltételezo˝ mozgásegyenleteihez kreált, többnyire kvadratikus szerkezetu˝ Lyapunov függvény felállításával operáló
megoldásai sem általánosíthatók közvetlenül frakcionális rendszerekre, hiszen az integrálást alkalmazó különbözo˝ frak-
cionális derivált definíciók (pl. Liouville, Riemann-Liouville, Hadamard, Caputo, Marchaud) deriválási szabályai nem
öröklik a közönséges szorzatokra érvényes egyszeru˝ deriválási szabályokat, mivel esetükben a szorzat függvények egy
integrál belsejében helyezkednek el. Ezért bizonyos fizikai jelenségek mint pl. ho˝vezetés és diffúzió a klasszikusnál
árnyaltabb modellezésére nem mindegyik definíció alkalmas, mivel egyesek fizikailag nem értelmezheto˝ megoldásokat
eredményezhetnek. Észrevételezve, hogy a Caputo féle alak nem tartalmaz külso˝ deriválást, és hogy az hogy konstans
f (s) esetén zérus deriváltat ad, a továbbiakban annak numerikus közelítésével foglalkoztunk.
3. A CAPUTO FÉLE ALAK NUMERIKUS KÖZELÍTÉSE
Tekintettel arra, hogy a frakcionális deriváltak különbözo˝ változatainak zöme lineáris mu˝veleteket tartalmaz, s a ha-
gyományos mérnöki gyakorlat szívesen alkalmaz Fourier, Laplace vagy Z transzformációkat ilyen rendszerek leírására
és tervezésére, nagy irodalma van bizonyos komplex függvények polinomok hányadosaként való közelítésének (pl. [74],
[75], [76]). Mivel a jelen kutatásban nemlineáris rendszerek vizsgálatát tu˝ztük ki fo˝ célul, e megközelítés helyett inkább
az ido˝képben vizsgálódtunk. A kiemelt helyzetu˝ t = 0 „kezdeti ido˝pont” (2)-bo˝l való eltüntetése érdekében az [54]-ben
tekintettük a
C
a u
n−1+β
t ≡ u(n−1+β )(t) =
∫ t
a
u(n)(τ)(t− τ)−β
Γ(1−β ) dτ, [β ∈ (0,1)] (4)
definíciót, amelyben a t−a különbséget fixáltuk mint memóriahosszat, s bevezettük az
u(n−1+β )(t) =
∫ t
t−L
u(n)(τ)(t− τ)−β
Γ(1−β ) dτ, [β ∈ (0,1)] (5)
definíciót L = const. értékre. Fizikailag ugyanis jobban értelmezheto˝, ha egy konkrét ido˝pont kiemelése helyett inkább egy
rendszer „memóriahosszát” fixáljuk közelíto˝en. Észrevéve, hogy konstans du/dt esetén (5) kézzel, zárt alakban kiszámol-
ható, a véges memória-hosszat, azaz a [t−L, t] intervallumot felosztottuk kis szakaszokra a [t−T δ t, t− (T −1)δ t], [t−
(T − 1)δ t, t − (T − 2)δ t], [t − (T − 2)δ t, t − (T − 3)δ t], ..., [t − δ t, t] (L = T δ t) módon, és feltettük, hogy ezeken belül
du/dt közelíto˝leg konstans. (Ez az eljárás hasonló a téglányösszegek bevezetéséhez a Riemann féle integrál esetében.) A
kapott eredmény a következo˝ lett:
u(n−1+β )(t)≈
T
∑
s=0
Gsu(n)(t− sδ t), Gs :=
δ t1−β
[
(s+1)1−β − s1−β ]
Γ(2−β ) . (6)
Ha magára az egész rendu˝ deriváltra is véges elem közelítést alkalmazunk, akkor kis δ t ido˝felbontásra pl. a u˙(t) ≈
[u(t)−u(t−δ t)]/δ t, vagy a u¨(t) ≈ [u(t)−2u(t−δ t)+u(t−2δ t)]/δ t2 közelítéssel élhetünk, s ha magát az ido˝t mint
változót is diszkretizáljuk, azaz feltesszük, hogy az csak egy kis δ t lépésköz egész számú többszöröse lehet, akkor ido˝-
sorokkal is dolgozhatunk, s pl. a β . és a (1+β ). rendu˝ deriváltakra kaphatjuk, hogy
u(β )(t) =
T+1
∑
s=0
Hsu(t− s),u(1+β )(t) =
T+2
∑
s=0
Jsu(t− s) (7)
amiben H0 = G0/δ t, and for i > 0 Hi = (Gi −Gi−1)/δ t, J0 = G0/δ t2, J1 = (G1 − 2G0)/δ t2, for i = 2,3, ...,T Ji =
(Gi−1−2Gi +Gi+1)/δ t2, JT+1 = (GT−1−2GT )/δ t2, JT+2 = GT/δ t2. Ha egy adott t pillanatban u(β )(t) vagy u(1+β )(t)
értékét elo˝írjuk, és bevezetjük a „megelo˝zo˝ történet” fogalmát, azaz ismerjük az {u(t−1), ...,u(t−T −1)} vagy {u(t−
1), ...,u(t−T −2)} értékeket, u(t) egyetlen lehetséges értékét egyértelmu˝en meghatározza az alábbi megoldás:
u(t) =
u(β )(t)−∑T+1s=1 Hsu(t− s)
H0
, u(t) =
u(1+β )(t)−∑T+2s=1 Jsu(t− s)
J0
. (8)
Ily módon numerikusan jól kezelheto˝, egyértelmu˝ megoldásokat kapunk „törtrendu˝ differenciálegyenlet rendszerekre”,
amelyeknek értelmes fizikai alkalmazása akkor is lehetséges, amikor a zárt alakú analitikus közelítések, amelyek kimun-
kálásával matematikusok kínlódnak, nagyon nehezek, mint pl. a [71], [69] vagy [72] referenciákban.
A (8) egyenlet nyilvánvalóan kauzális differenciálegyenlet rendszer kauzális, iteratív sorozatokkal való közelítésének
felel meg, amiben a „megelo˝zo˝ történet” bizonyos értelemben megfelelo˝je a „kezdeti feltételek” hagyományos fogalmá-
nak. E diszkrét közelítésben a „frakcionális rendszert” a x(γ)(t) = f (x, t) dinamikai mozgásegyenlet írja le, amelyben
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γ = β vagy γ = 1 + β lehet. Az ilyen rendszerek tanulmányozása céljából a (8)-ben kódolt információ mátrix formában
is felírható, így egy egyszeru˝, elso˝rendu˝ csillapított rendszer általánosítása vagy egy másodrendu˝ harmonikus oszcillátor
általánosítása a következo˝ mozgásegyenletekkel adható meg: x(β )(t) =−αx(t), x(1+β )(t) =−kx(t), stb.:
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Mivel az „állapotterjedés” e rendszerek esetén e mátrixok szorzásával adható meg minden egyes lépésben, a rendszerek
stabilitását e mátrixok spektrumának analizálásával is vizsgálhatjuk. A Levi-Cività szimbólum antiszimmetriái miatt kis
δ t és β ≈< 1 esetén az elso˝höz közeli deriváltra T = 2, a másodikhoz közelire T = 3 minimális lépésszámmal élhetünk,
s így viszonylag átlátható szekuláris egyenleteket kapunk a „klasszikus határeset” közelítésére:
( −H1
H0 +α
−λ
)
λ 2− −H2
H0 +α
λ − −H3
H0 +α
= 0 (10)
−λ 5− −J1
J0 + k
λ 4− −J2
J0 + k
λ 3− −J3
J0 + k
λ 2 + −J4
J0 + k
λ − −J5
J0 + k
= 0. (11)
Ha β → 1, akkor H0 → 1/δ t, H1 →−1/δ t, H2 → 0, H3 → 0, J0 → 1/δ t2, J1 →−2/δ t2, J2 → 1/δ t2, J3 → 0, J4 → 0,
J5 → 0, következésképp (11) tovább egyszeru˝södik
( −H1
H0 +α
−λ
)
λ 2 = 0 (12)(
−λ 2− −J1
J0 + k
λ − −J2
J0 + k
)
λ 3 = 0− re, (13)
aminek nemtriviális megoldása könnyen megkapható, mivel λ = 1/(1 + αδ t) ≈ 1−αδ t a „csillapított rendszerre”,
és λ1,2 = 1∓iδ t
√
k
1+kδ t2 ≈ 1∓ iδ t
√
k kis δ t esetén az „oszcillátorra”. Tekintsük a differencia egyenlet rendszert a megfelelo˝
sajátvektorokra! Nyilván x˙k ≈ (xk+1 − xk)/δ t = −αxk ami megfelel a szokásos exponenciális csillapításnak, és x˙k ≈
(xk+1−xk)/δ t =∓i
√
kxk pedig a szokásos harmonikus oszcillátornak ω ≈ δϕ/δ t =
√
k körfrekvenciával. Ez azt mutatja,
hogy a frakcionális deriváltak általunk javasolt praktikus általánosítása határesetben korrektül adja vissza az egész rendu˝
rendszerek mozgásegyenletét. A spektrum kiszámításához ma már kényelmes numerikus módszerek állnak rendelkezésre,
ha nem a határeseteket kell vizsgálnunk. A klasszikus határesetre példa látható az 1. ábrán. A 2. ábrán átlagos törtrendu˝
eset látható.
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1. ábra. A klasszikus határeset exponenciális csillapodásra, ill. harmonikus oszcillációra
Érdemes még megjegyezni, hogy míg a Caputo féle (2) alakban a β ∈ (0,1) megkötés lényeges, esetünkben a (8)
kiértékelt eredményekben el is hagyható, és az eredmény számítható a 2 > β > 1 értékekre is.
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2. ábra. A tipikus „frakcionális rendszer” viselkedése jelento˝s memóriahosszal
A β ∈ (1,2) értékekre a 3. ábra mutat példát.
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3. ábra. A „frakcionális rendszer” viselkedése β ∈ (1,2) jelento˝s memóriahosszal
Az itt bevezetett frakcionális derivált közelítés alkalmazási példái közül alkalmazásról a kifejlesztett szabályozási
módszer bemutatása után szólhatunk, ezért elo˝bb azt mutatjuk majd be be nagy vonalakban.
4. AZ „ELVÁRT” – „REALIZÁLT” VÁLASZ SÉMÁJA
Bizonyos szabályozási feladatok megfogalmazhatók a következo˝képp: amennyiben a szabályozott rendszer fizikai
állapota a Q „gerjesztés” segítségével befolyásolható, valamint adott egy elo˝írt ún. „nominális” pálya, az attól való eltérés
hibáival a leheto˝ legkülönbözo˝bb módon kalkulálva kialakítható egy „kívánt rendszerválasz”, rd . Az ehhez szükséges
gerjesztés kiszámítható a rendszerro˝l rendelkezésre álló közelíto˝ és részleges rendszermodell alapján mint Q = ϕ(rd). A
használt modell pontatlanságai és az esetleges ismeretlen külso˝ zavarok miatt a „megvalósult válasz” rr etto˝l eltérhet:
rr ≡ ψ(ϕ(rd)) ≡ f (rd) 6= rd , ahol ψ a rendszer tényleges dinamikáját jellemzi. A ϕ() és ψ() függvények különbözo˝
rejtett paraméterekkel is bírhatnak. Fenomenológiai okokból a szabályozó legkönnyebben a bemeneti adatokat tudja
manipulálni, torzítani egy rd∗ értékre, ideális esetben úgy, hogy rr ≡ ψ(rd∗) legyen. Célunk e megfelelo˝ deformáció
iterációval való elo˝állítása valamilyen Ψ() függvénybo˝l rn+1 = Ψ(rn|rd) módon úgy, hogy teljesüljön a rn → r∗ feltétel.
Ha ez a iteráció konvergál, so˝t elég gyorsan konvergál, a kívánt deformáció jól megközelítheto˝. Ennek leheto˝ségét Single
Input – Single Output (SISO) rendszerekre elo˝ször Parametrikus Fixpont Transzformációval mutattuk meg [1], [17], [15].
5. PARAMÉTERES FIXPONT TRANSZFORMÁCIÓK SISO RENDSZEREKRE
Az iterációt elo˝ször módszeresen valamilyen G függvénybo˝l származtattuk a következo˝ paraméterek és hasonló három-
szögek alapján: D−, ∆+, és ∆− az 4.–7. ábrák alapján.
h(x|xd ,D−,∆−) := (x
d−∆−)(x−D−)
f (x)−∆− +D−, h(x⋆|xd ,D−,∆−) = x⋆, h′ =
(xd−∆−)( f (x)−∆−− f ′(x)(x−D−))
( f (x)−∆−)2 ,
h′(x⋆|xd ,D−,∆−) = 1− f ′(x⋆) x⋆−D−xd−∆−
(14)
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4. ábra. Fixpont transzformáció f ′(x) > 0 értékekre a D− és ∆− paraméterekkel az (14) egyenlet szerint; ha x⋆ > D−,
xd > ∆−, f ′(x⋆) > 0, és | f ′(x⋆)| eléggé kicsi, a h(x|xd ,D−,∆−) függvénnyel generált iteráció konvergál x⋆–hoz
5. ábra. Fixpont transzformáció f ′(x)< 0 esetére a D− és ∆+ paraméterekkel (15)–ben; ha x⋆ > D−, xd < ∆+, f ′(x⋆)< 0,
és | f ′(x⋆)| elég kicsi, a g(x|xd ,D−,∆+) függvénnyel generált iteráció konvergál x⋆–hoz
g(x|xd ,D−,∆+) := ( f (x)−∆+)(x−D−)xd−∆+ +D−, g
′ = f ′(x) x−D−
xd−∆+ +
f (x)−∆+
xd−∆+ , g
′(x⋆|xd ,D−,∆+) = 1+ f ′(x⋆) x⋆−D−xd−∆+ (15)
g(x|xd ,D−,∆−) := ( f (x)−∆−)(x−D−)xd−∆− +D−, g
′ = f ′(x) x−D−
xd−∆− +
f (x)−∆−
xd−∆− , g
′(x⋆|xd ,D−,∆−) = 1+ f ′(x⋆) x⋆−D−xd−∆− (16)
h(x|xd ,D−,∆+) := (x
d−∆+)(x−D−)
f (x)−∆+ +D−, h(x⋆|xd ,D−,∆+) = x⋆, h′ =
(xd−∆+)( f (x)−∆+− f ′(x)(x−D−))
( f (x)−∆+)2 ,
h′(x⋆|xd ,D−,∆+) = 1− f ′(x⋆) x⋆−D−xd−∆+
(17)
.
Ha az e függvények valamelyikébo˝l nyert iteráció konvergens és elég gyorsan is konvergál, a keresett megoldás
jól megközelítheto˝ az iterációval. Ha szabályozási ciklusonként mindössze egyetlen iterációt számolunk ki, hasonló
mu˝ködésu˝ rendszert kaphatunk, mint a Celluláris Neurális Hálózatok (CNN): ezek visszacsatolt hálózatok, melyek egy sz-
tatikus bemeneti képet rövid tranziens után sztatikus kimeneti képpé alakítanak (azaz „komplett stabilitással” bírnak [77]).
Ha a tranziens dinamikájához képest a bemeneti kép lassan változik, a hozzá tartozó feldolgozott kimeneti kép is lassan
változik. Az adaptív szabályozó így követni tudja a szabályozott rendszer viselkedését az iterációs sorozat elemeit az
ido˝ben lassan változó xd(t) szerint a lassan változó megoldás, x⋆(t) környezetében tartva.
A Single Input – Single Output (SISO) rendszerek esetén a valós kimenet konvergenciája biztosítható, ha Cauchy
sorozatokat tudunk generálni, hiszen azok teljes térben konvergensek is, so˝t, a megoldásba mint a fixpontba kell, hogy
konvergáljanak az alábbi becslés miatt: ha xn → x∗, akkor
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6. ábra. Fixpont transzformáció f ′(x) < 0 esetére a (16) egyenlethez tartozó D− és ∆− paraméterekkel; ha x⋆ > D−,
xd > ∆−, akkor f ′(x⋆) < 0, és | f ′(x⋆)| elég kicsi, a g(x|xd ,D−,∆−) függvénnyel generált iteráció konvergál x⋆-hoz
7. ábra. Fixpont transzformáció f ′(x)< 0 esetére D− és ∆+ paraméterekkel a (17) egyenlet szerint; ha x⋆ > D−, xd < ∆+,
f ′(x⋆) < 0 és | f ′(x⋆)| elég kicsi, akkor a h(x|xd ,D−,∆+) függvénnyel generált iteráció konvergál x⋆–hoz
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|G(x∗)− x∗| ≡ |G(x∗)− xn + xn− x∗| ≤ |G(x∗)− xn|+ |xn− x∗|= |G(x∗)−G(xn−1)|+ |xn− x∗| → 0. (18)
A következo˝ lépés a konvergencia szükséges vagy legalább elégséges feltételének biztosítása. Ehhez nyilván elégséges a G
függvénybo˝l nyert leképezés kontraktivitásának biztosítása az iteráció által befutott tartományban, azaz a |G(a)−G(b)| ≤
K|a−b|, 0≤K < 1 feltétel garantálása, hiszen kontraktív leképezés Cauchy sorozatot eredményez, mivel (|xn+L−xn|→ 0
∀L pozitív egész számra):
|xn+L− xn|= |G(xn+L−1)−G(xn−1)| ≤ ...≤ Kn|xL− x0| → 0 as n → ∞. (19)
5.1. Paraméteres fixpont transzformációk alkalmazása polimerizációs folyamat adaptív szabályozásra
A tervek szerint elo˝ször egy ero˝sen nemlineáris kémiai reakciót vizsgáltunk („methyl-metachrylate” szabad gyökös
polimerizációja „azobis(isobutyro-nitrile)” iniciátorral „toluene” oldatban, köpenyes, folytonosan kevero˝ tankreaktorban),
melynek adatait az irodalomból vettük [78]. (Nem lévén vegyész, a vegyületek nevei nekem semmit sem mondanak, s pon-
tos magyar fordításukra sem vállalkoztam, hanem meghagytam az angol elnevezéseket.) E modell identifikálására Madár
János PhD értekezésében genetikus algoritmusokat alkalmazott [79]. A modellt matematikailag a következo˝ részben
elemezzük.
A polimerizációs folyamat matematikai modellje
[78] szerint a rendszer ido˝beni fejlo˝dését a következo˝ egyenletrendszer írja le:
x˙1 = A(B− x1)−Cx1x1/22 , x˙2 = Du−Ex2, x˙3 = Fx1x1/22 , x˙4 = Fx1x1/22 − Jx4, y := x4/x3 (20)
melyben az „állapotváltozók” x1, ...,x4 a reakcióban résztvevo˝ különbözo˝ kémiai komponensek dimenziótlan koncent-
rációi. A számunkra érdekes változók az x1, ami a monomer koncentrációja, valamint a rendszer kimenete, y ami a polimer
átlagolt molekulasúlya. A folyamat bemenete az iniciátor dimenziótlan térfogat-árama, u, amelynek manipulálásával
tudjuk elleno˝rzés alatt tartani a reakciót. A megfelelo˝ paraméterek [78] szerint a következo˝ értékekkel bírtak: A = 10,B =
6,C = 2.4568,D = 80,E = 10.1022,F = 0.024121,G = 0.112191,H = 10, I = 245.978,sJ = 10. Megjegyzendo˝, hogy
bár negatív u érték fizikailag talán interpretálható volna (a megfelelo˝ komponens rendszerbo˝l való kivonását jelenthetné),
a tekintett példában ennek csak zérus vagy pozitív értékeit lehet megvalósítani. Világos, hogy konstans u bemenetre (??)
stabil stacionárius értékeket szolgáltat nulla ido˝-szerinti deriváltakkal:
xstac2 =
Du
E
, xstac1 =
AB
A+C
√
xstac2
xstac3 =
FAB
√
xstac2
H(A+C
√
xstac2 )
+
GDu
HE
xstac4 =
IAB
√
xstac2
J(A+C
√
xstac2 )
(21)
amelyben a számítások sorrendje kézenfekvo˝ volt. Mivel u ≥ 0 a (20)-ben adott konstansokkal a stacionárius megoldá-
sokra pozitív számok adódnak. Ezek stabilitását [80]-ben perturbációszámítással mutattuk meg. Nagyobb u-beli ugrá-
sokra ez nyilván nem elégséges, és numerikus számítások elvégzése szükséges. E célból drasztikus ugrást hajtottunk
végre az u szabályozó jelben [5× 10−3 → 15× 10−3] módon, figyelembe véve, hogy speciális függvénykapcsolataink
vannak az y(x), y˙(x, x˙), x˙(u,x) formában, ezért y˙(u,x), y¨(u, u˙,x) összefüggésekkel kell számolnunk. Részletesebben, (20)
szerint a következo˝ket kapjuk:
y˙ = x˙4x−13 − x4x−23 x˙3, y¨ = x¨4x−13 −2x˙4x−23 x˙3−2x4x−33 x˙23− x4x−23 x¨3. (22)
Ismét (20)szerint:
x¨4 = Ix˙1x
1/2
2 +0.5Ix1x
−1/2
2 x˙2−Ax˙4 x¨3 = Fx˙1x1/22 +0.5Fx1x−1/22 x˙2 +Dx˙2−Hx˙3. (23)
Tekintettel arra, hogy a {x˙i} halmazból csupán x˙2 függ közvetlenül u-tól, azt kapjuk, hogy
∂ x¨4
∂u = 0.5Ix1x
−1/2
2 D,
∂ x¨3
∂u = 0.5Fx1x
−1/2
2 D+GD,
∂ y¨
∂u =
0.5IDx1
x3x
1/2
2
− x4x−23
(
0.5Fx1x−1/22 +G
)
D. (24)
Ez egy viszonylag egyszeru˝ eredmény, ami hasonlít egy klasszikus mechanikai rendszer mozgásához, melynek tömege
nem állandó: y¨ arányos u-val mint ahogy a mechanikai rendszerek általános koordinátáinak 2. deriváltja arányos az
általános ero˝kkel plusz additív tagokkal ¨~x = a˜(~x)u+ ˜b(~x). A numerikus eredményeket a 8. ábra mutatja.
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8. ábra. Az y változó „trajektóriája” és fázistrajektóriája (1. sor), a ∂ y¨/∂u „inercia” és x2 fázistrajektóriája (2. sor),
valamint az x3 és x4 változók fázistrajektóriája (3. sor)
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9. ábra. Nominális és szimulált y(t) trajektória a durva modell szerinti szabályozóra (bal felso˝ grafikon), a g függvényt
használó adaptív szabályozóra (jobb felso˝ grafikon), az srel(t) „adaptív faktor” változása az ido˝ben (bal alsó grafikon), és
a nominális és szimulált mozgások fázistrajektóriái adaptív szabályozás esetén (jobb alsó grafikon)
Szimulációs vizsgálatok a polimerizációs folyamatra
A fenti polimerizációs folyamat szabályozására több megközelítéssel tettünk kísérletet ( [6], [7], [4], [80]), a legjobb
eredményt viszont a [43]-ban alkalmazott paraméteres fixpont transzformáció adta. A 8. ábrán látható eredményekkel
összhangban a következo˝, nagyságrendileg becsült modellel indítottuk: a˜Mod = −6× 106 és ˜bMod = 105. A kívánt
trajektória-követést kinematikailag írtuk elo˝ mint y¨d = y¨Nom + d(y˙Nom − y˙) + p(yNom − y). A szükséges gerjesztést a
„kívánt gyorsulásból” és a durva modellbo˝l számoltuk mint u =
(
y¨d − ˜bMod
)
/a˜Mod , s ez a következo˝ „megvalósuló”
értéket adta: y¨ = a˜·y¨
d
a˜Mod
− a˜·˜bMod
a˜Mod
+ ˜b ami y¨d növekvo˝ függvényeha a˜ < 0 és a˜Mod < 0, tehát céljainknak a g(x|xd ,D−,∆+)
és h(x|xd ,D−,∆−) paraméteres fixpont transzformációk igérkeztek használhatónak. A szabályozó egy ciklusideje alatt
egy lépés történt az iterációban: y¨(tn) = g(y¨(tn−1)|y¨d(tn),D−,∆+) or y¨(tn) = h(y¨(tn−1)|y¨d(tn),D−,∆−), D− = −7× 104,
∆− =−2×106, és ∆+ = 2×106 beállítással tn+1− tn = 0.067s ido˝-felbontás mellett, ami már finoman követi a 8. ábrán
megnyilvánuló dinamikát. A módszer jobb megvilágítása érdekében bevezettük az „adaptív faktor” fogalmát mint az
srel =
y¨d(tn)−∆−
y¨(tn)−∆− értéket a h függvényre, illetve mint az srel =
y¨(tn)−∆+
y¨d(tn)−∆+ értéket a g függvényre. A szimulációs eredmények
az 9. ábrán láthatók. Egyértelmu˝en megállapítható, hogy az módszer jelento˝s mértékben javította a durva modellre
alapozott eredményeket és stabil, pontos követést adott az ido˝ben változtatni kívánt nominális kimenetre.
5.2. Paraméteres fixpont transzformációk alkalmazása csatolt, pontatlanul modellezett szakaszok adaptív szabá-
lyozására
A potenciális közlekedési alkalmazások irányában haladva módszerünket megkíséreltük egymást automatikusan követo˝
szakaszok szabályozására használni. A tekintett jármu˝vek különbözo˝ követési stratégia szerint haladtak egymás után, ál-
talában dinamikai modelljük nem volt pontosan ismert, és feltettük, hogy valamilyen rugalmas kapcsolat fu˝zi o˝ket az
általuk szállított, szintén nem modellezett hasznos teherhez ( [24], [22], [23], [28]). A problémát úgy fogalmaztuk meg,
hogy a szakasz utolsó tagjának a közlekedés egyéb résztvevo˝i által könnyen követheto˝en, egyenletesen, simán kell mo-
zognia, valamint nem kívánatos a szállított terhek (mint nem modellezett, dinamikailag csatolt belso˝ szabadsági fokok)
mozgásának gerjesztése a szakasz tagjainak gyakori gyorsítása ill. fékezése által. Ehhez kellett meghatározni az elso˝,
vezeto˝ jármu˝ megfelelo˝ mozgását, amit a rá következo˝ tag követ, s.í.t.
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A csatolt jármu˝vek matematikai modellje a következo˝képp volt adott: Ha az elso˝ kocsit az 1. index jelöli, megkísérel-
hetjük elo˝írni az alábbi nominális mozgást az n. [n > 1] kocsira:
δxn := xn− xn−1 +Ln,δ x˙n := x˙n− x˙n−1 FDriven = hn
(
M˜n(µnx¨n−1−Pnδxn−Dnδ x˙n)
)
x¨Nomn = (FDriven +FContn )/Mn
(25)
ahol Ln (m) egy konstans nominális, biztonságos távolságot jelöl az (n−1). és az n. kocsi közt, Pn (s−2), és Dn (s−1) a ko-
csik közti „mesterséges csatolás” proporcionális és derivált (PD) kapcsolatának együtthatói, és µn = 1 esetén a megelo˝zo˝
kocsi gyorsulásának követése történik, µn = 0 esetén pedig csak „távolság– és relatív sebesség–követés”. 25-ben hn jelöli
azt a szigmoid függvényt, amely a hajtások telíto˝dését modellezi. Fenomenológiailag (25) megvalósítható: az aktuális
xn− xn−1 távolság lokális szenzorokkal mérheto˝, a x¨n−1 (m · s−2) helyi gyorsulás inerciális vonatkozatási rendszerekhez
képest szintén mérheto˝ lokális gyorsulásméro˝ szenzorokkal (az út közel inerciális vonatkoztatási rendszer). E cél elérése
érdekében az n. kocsi lokális szabályozója, amely a kocsi tömegére nézve az M˜n (kg) feltételezéssel él, M˜nx¨Nomn ero˝t
kísérelhet meg kifejteni. Ez nem az egyedüli ero˝, amely a kocsit gyorsítja, mert ehhez még hozzá jön a kocsi–szállított
tömeg kölcsönhatásából eredo˝ ero˝ is. Ez általában valami elasztikus rugó–ero˝vel és valamilyen súrlódási modell alapú
csillapítással reprezentálható:
FContn = kn(xLoadn − xn)+νn(x˙Loadn − x˙n) (26)
melyben kn (N/m) és νn (Ns/m) jelöli a megfelelo˝ rugóállandókat és csillapítási együtthatókat.
Az n. teher gyorsulása nyilván az arra ható ero˝to˝l és annak tömegéto˝l függ: x¨Loadn =− F
Cont
n
MLoadn
. E terhek léte nem ismert a
szabályozási algoritmus oldaláról. Egy visszacsatolt szabályozóban a x¨Nomn tagot valamilyen visszacsatolást is tartalmazó
tag helyettesítheti, amely „kívánt” gyorsulást használ „nominális” helyett x¨Desn . érdemes megjegyezni, hogy (25)-ben és
(26)-ben a különbözo˝ kocsik különbözo˝ paraméterekkel rendelkezhetnek, amelyeket a szabályozó nem pontosan ismer,
de amelyek meghatározzák a x¨1 gyorsulást. Egy adaptív szabályozó alkalmazása azért is elo˝nyös lehet, mert a különbözo˝
paraméteru˝ kocsikból álló szakasz összeállításakor ezek részleteit nem kell „programozni”. Szintén fontos megjegyezni,
hogy az utolsó kocsi x¨N gyorsulása közvetlenül függ az elso˝ kocsiétól (x¨1), ha gyorsulás–követés van, egyébként an-
nak csak magasabb rendu˝ deriváltjai állnak kapcsolatban az x¨1 gyorsulással. Az alkalmazott szigmoid függvény pozitív
deriváltja miatt az elso˝ kocsi gyorsulása pozitív módon áll kapcsolatban az utolsóéval, emiatt alkalmazható a fentiekben
ismertetett szabályozási fixpont transzformációs módszer. Esetünkben a (15)-ban adott függvényt használtuk, VisualBasic
nyelven készült szimulációkhoz.
Négy tipikus lehetséges szabályozási megoldás eredményeit vizsgáltuk és hasonlítottuk össze egymással: „nem adap-
tív távolság– és sebességkövetés”, „adaptív távolság– és sebességkövetés”, „nem adaptív gyorsuláskövetés”, s végül
„adaptív gyorsuláskövetés”. A kocsik közti biztonságos követési távolságot a példákban 6 m-re állítottuk be. PD-típusú
kinematikailag megfogalmazott szabályozást alkalmaztunk az x¨d4 = x¨Nom4 (t)+Pcontrl(xNom4 (t)−x4(t))+Dcontrl(x˙Nom4 (t)−
x˙4(t)) egyenlet szerint Pcontrl = 0.3 (1/s2) és Dcontrl ≈ 5.477 (1/s) paraméter–beállítással, amely oszcilláció–mentes
követést garantál, amennyiben megvalósul. A kocsik „tényleges tömege” Mn = 1200 (kg) volt, a terhek tömege MLoadn =
200 (kg). A kocsik és a terheik közti csatolás rugóállandója és csillapítási állandója kn = 300 (N/m) és νn ≈ 346 (Ns/m)
voltak. A durva kezdeti modell szerint a kocsik modell–tömege M˜n = 600 (kg) volt, a kocsik közti követési törvény
arányos együtthatója Pn = 0.4 (s−2), csillapítási együtthatója Dn ≈ 6.325 (s−1) volt. Fontos megemlíteni, hogy a kocsi–
teher relatív távolság kis értéken való tartása nagyon merev rugót és nagy csillapítást is igényelt. Az adaptív szabályozó
paraméterei D− =−20 és ∆+ = 80 [mindketto˝ (m/s2)–ben] voltak. A nominális trajektóriák és a hajtások telíto˝dését a 10.
ábra mutatja. A használt trajektória mind élesen változó, mind pedig lapos részeket is tartalmazott annak érdekében, hogy
a szabályozók mu˝ködését e két „sarkított” esetben is, illetve a köztük való átmenet folyamán is vizsgálhassuk. Tipikus
eredmények láthatók a 11. ábrán.
Világos, hogy a legszebb eredményt az „adaptív gyorsuláskövetés” adta, bár azzal összemérheto˝ az „adaptív távolság–
és sebességkövetés” eredménye is. A másik két megoldás ero˝sen gerjeszteni látszik a nem modellezett belso˝ szabadsági
fokokat. Hasonló következtetés vonható le a 12. ábrából is, amely a kocsik és terheik közt ébredo˝ kontakt ero˝ket, illetve
a vezeto˝ kocsi mozgásának fázistrajektóriáját mutatja. Ebbo˝l az ábrából világos a belso˝, csatolt szabadsági fokok jelento˝s
gerjesztése.
A hordott terhek lengésének jellemzésére bevezettük a terhek gyorsulása abszolút értékének ido˝egységre vetített át-
lagát a vizsgált ido˝tartamra vonatkozóan. Másik jellemzo˝ a kocsi–teher relatív elmozdulás fázisgörbéje. Mint az az
13. ábrán látható, e szempontból is a kombinált megoldás a legjobb. Ahogy a szabályozási módszer finomodik, e re-
latív mozgás sebessége egyre kisebb lesz, a komplex és zsúfolt fázisgörbék „kitisztulnak”. A többi kocsi terhe relatív
elmozdulásának fázisgörbéjével is ez történik.
Az eredményeket összefoglalva elmondható, hogy számos szimulációs vizsgálatot folytattunk le többé–kevésbé real-
isztikusnak tekintheto˝ paraméter–beállítások mellett. Azt tapasztaltuk, hogy a „nem adaptív távolság– és sebességkövetés”
módszere nagyon primitív és durva eredményre, rázkódásokra vezet, amely a vizsgált modellbe beépített nagyon ero˝s csil-
lapítások ellenére is jelento˝s mértékben gerjeszti (gerjesztheti) a kocsi–teher kapcsolódását jelento˝ szabadsági fokokat, a
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Computed Trajectories
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10. ábra. A követendo˝ pálya az ido˝ függvényében (bal oldal), és a hajtások telíto˝dését modellezo˝ kívánt ero˝ – kifejtett ero˝
szigmoid függvény gráfja (jobb oldal)
terhek jelento˝s abszolút gyorsulására vezet, s a kocsiknak is (azok fázisterében megfigyelheto˝) jelento˝sen egyenetlen
mozgására vezet. Hasonló jelenség sokszor érzékelheto˝ „régimódi” vasúti szerelvényekben, amelyekben egyetlen moz-
dony húz egy hosszú szerelvényt. (A modern motorvonatok mozgásában, amelyekben valamennyi kocsinak van önálló
hajtása, ilyen effektus alig érzékelheto˝).
Azt tapasztaltuk, hogy a fenti módszer jelento˝sen javítható akár a szimpla, „nem adaptív gyorsuláskövetés”, akár
az intelligensebb „adaptív távolság–és sebességkövetés” módszerével. A legjobb megoldásnak minden szempontból az
„adaptív gyorsuláskövetés” bizonyult.
A fentebb kapott eredmények kapcsán megjegyezheto˝, hogy annak alakjában az analitikusan általában nem, csak
„elvárt” és „mért” adatok párjaival megismerheto˝ f függvény jelento˝s szerepet játszik. Ez befolyásolhatja a fixpont körüli
vonzási medence méretét, ezért célszeru˝nek látszott az f függvény tulajdonságaitól jobban függetlenülo˝, ero˝sen telített
nemlineáris függvény segítségével „robusztusabb” fixpont transzformációkat keresni.
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Tracking Error of x4
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Tracking Error of x4
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11. ábra. Az utolsó (4.) kocsi pályakövetés hibája az ido˝ függvényében és e mozgás fázistrajektóriája: nem adaptív
távolság– és sebességkövetés (1. sor), nem adaptív gyorsuláskövetés (2. sor), adaptív távolság– és sebességkövetés (3.
sor), és adaptív gyorsuláskövetés (4. sor)
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The Load Forces
-50
-40
-30
-20
-10
0
10
20
30
40
50
60
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Time [s]
[N
]
F_load1 [N] F_load2 [N] F_load3 [N] F_load4 [N]
 
Phase Space of x1
-1,5
-1
-0,5
0
0,5
1
1,5
-10 -5 0 5 10
x1 [m]
[m
/s
]
x1p [m/s]
 
The Load Forces
-50
-40
-30
-20
-10
0
10
20
30
40
50
60
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Time [s]
[N
]
F_load1 [N] F_load2 [N] F_load3 [N] F_load4 [N]
 
Phase Space of x1
-1,5
-1
-0,5
0
0,5
1
1,5
-10 -5 0 5 10
x1 [m]
[m
/s
]
x1p [m/s]
 
The Load Forces
-40
-30
-20
-10
0
10
20
30
40
50
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Time [s]
[N
]
F_load1 [N] F_load2 [N] F_load3 [N] F_load4 [N]
 
Phase Space of x1
-1,5
-1
-0,5
0
0,5
1
-15 -10 -5 0 5 10 15
x1 [m]
[m
/s
]
x1p [m/s]
 
The Load Forces
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12. ábra. A kocsik és terheik közti kontakt ero˝k az ido˝ függvényében (bal oldal), és a vezeto˝ kocsi fázistrajektóriája (jobb
oldal): nem adaptív távolság– és sebességkövetés (1. sor), nem adaptív gyorsuláskövetés (2. sor), adaptív távolság–és
sebességkövetés (3. sor), és adaptív gyorsuláskövetés (4. sor)
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The Averaged Load Acceleration
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The Averaged Load Acceleration
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13. ábra. A terhek gyorsulása abszolút értékének ido˝átlaga (bal oldal), valamint a vezeto˝ kocsi terhe relatív mozgásának
fázisgörbéje (jobb oldal): nem adaptív távolság– és sebességkövetés (1. sor), nem adaptív gyorsuláskövetés (2. sor),
adaptív távolság–és sebességkövetés (3. sor), és adaptív gyorsuláskövetés (4. sor)
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6. ROBUSZTUS FIXPONT TRANSZFORMÁCIÓK BEVEZETÉSE SISO RENDSZEREKRE
A robusztus transzformációt megvalósító függvény alakja lehet a következo˝ forma [90]:
G(x|xd) := (x+K)[1+B tanh(A[ f (x)− xd ])]−K, f (x⋆) = xd G(x⋆|xd) = x⋆,
G(−K|xd) =−K, G(x⋆|xd)′ = (x⋆ +K)AB f ′(x⋆)+1, (27)
amit a tanh függvény ero˝s nemlinearitásai robusztussá tesznek az f () függvény sajátságaival szemben. Ezt egyszeru˝en
belátható, ha (27)-be annak affin közelítését helyettesítjük be. Természetesen a tanh függvény helyett más szigmoid
függvény is használható, ha arra igaz, hogy of σ(0) = 0, pl. az σ(x) := x/(1+ |x|) függvény.
Nyilvánvaló, hogy az (27) egyenletben definiált transzformációnak van egy „valódi”, a ( f (x⋆) = xd) tulajdonsággal
bíró, és egy „hamis” G(−K|xd) = −K fixpontja. Míg a korábban javasolt (16), (17), (14) és (15) megoldásai a valódi
fixpont környezetébo˝l kiesve elleno˝rizhetetlenül elkalandozhattak, a jelen változat esetében beülnek a hamis fixpontba,
aminek értéke viszont egyértelmu˝en felismerheto˝. Ez jelento˝s elo˝ny.
Az A, B, és K szabályozó paraméterek nyilván beállíthatók úgy, hogy a fixpont környékén kontraktív leképezést
kapjunk, ami a konvergenciához kell. Belövésükhöz célszeru˝ szimpla PID szabályozással szimulálni a rendszer mu˝ködését,
és az így kapott nagyságrendi adatok figyelembe vételével (27) szerint a G függvény deriváltját "laposra" állítani a fixpont
környezetében. Kvalitatív elemzés szempontjából világos, hogy kis A paraméter „széles ablakban” vizsgálja a válaszhibát,
míg K addicionális eltolással gyorsíthatja az iteráció konvergenciáját. A továbbiakban a módszer általánosítását adjuk meg
„Multiple Input – Multiple Output (MIMO)” rendszerekre.
6.1. Alkalmazási példa robusztus fixpont transzformáció használatára
A vizsgálatok céljára a népszeru˝ nemlineáris paradigmát, a van der Pol által 1927-ben leírt gerjedo˝ oszcillátort [85]
választottuk, melynek egész rendu˝ eredeti [40], és általánosított törtrendu˝ [44] változatát kíséreltük meg adaptívan szabá-
lyozni. Ezt a modellt a legkülönbözo˝bb tudományterületeken használják a káosz és nemlineáris oszcillációk tanulmány-
ozása céljából [86].
Az eredeti, egész rendu˝ oszcillátor esete
A Φ6 van der Pol oszcillátort a (28) egyenlet definiálja, amelyet az m = 1 esetre kiterjedten tanulmányoztak:
mx¨−µ(1− x2)x˙+ω20 x+αx3 +λx5 = g. (28)
Ebben a modellben m valamiféle „inerciának” felel meg, az−µ(1−x2)x˙ amplitúdótól függo˝en disszipatív (|x|> 1 esetén)
vagy gerjeszto˝ (|x| < 1 esetén) jellegu˝, a maradékok pedig valamilyen nemlineáris rugóra emlékezteto˝ visszatéríto˝ ero˝t
szimbolizál. A g mennyiség jellemzi azt a külso˝ hatást, amelynek segítségével a rendszer szabályozható. A szimulációk-
ban a következo˝ „egzakt” értékek µ = 0.4, ω0 = 0.46, α = 1, λ = 0.1, and m = 1 közelíto˝ modell-megfelelo˝it használtuk:
µˆ = 0.38, ωˆ0 = 0.43, αˆ = 0, ˆλ = 0, and mˆ = 0.7. A nominális mozgás alakja a következo˝ volt: xNom(t) = Bsin(ωt)
B = 1.2 és ω = 26 értékekkel. PD típusú pályakövetést írtunk elo˝ a
x¨d = x¨Nom +P
(
xNom− x)+D(x˙Nom− x˙) (29)
formában P = Λ2, D = 2Λ (Λ = 12/s) értékekkel. A szimulációban ∆t = 1ms ido˝felbontású Euler– integrálást alka-
lmaztunk. A nem adaptív, pontatlan modellt használó PD szabályozó mu˝ködését az 14. ábra mutatja. Ennek adaptív
megfelelo˝je a 15. ábrán látható A = 5× 10−4/b, K = −3000, B = 1 mellett. A pályakövetés pontosságának javulása
nyilvánvaló. A követési hibákat külön ábrázolja a 16. ábra.
A rendszer frakcionális és két szabadsági fokú általánosítását a fixponttranszformációk többdimenziós általánosítása
után mutatjuk be.
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Nominal and Computed Trajectories
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14. ábra. Pályakövetés (bal oldali diagram) és gyorsulás (jobb oldali diagram) a nem adaptív szabályozásra
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15. ábra. Pályakövetés (bal oldali diagram) és gyorsulás (jobb oldali diagram) az adaptív szabályozásra
Tracking Error (xNom-x ) [1]
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16. ábra. A pályakövetés hibája (bal oldali diagram) és a gyorsuláshiba (jobb oldali diagram) az adaptív szabályozó esetén
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17. ábra. A nem adaptív (bal oldali) és az adaptív (jobb oldali) szabályozó grafikonjai (1. és 2. sor)
7. A ROBUSZTUS FIXPONT TRANSZFORMÁCIÓ ÁLTALÁNOSÍTÁSA MIMO RENDSZEREKRE
7.1. Koordinátánkénti transzformálás
Ennek egy lehetséges módja, ha a vektor értéku˝, azaz többkomponensu˝~r rendszerválasz minden egyes komponensére
alkalmazunk egy egyváltozós szigmoid függvényt. Ezzel tudunk kontraktív leképezéssel Cauchy sorozatokat generálni
egy lineáris, teljes, normált térben vagy Banach térben, amelyekro˝l tudjuk, hogy konvergensek is, így az elo˝zo˝ (18)
egyenletben abszolút értékekre végzett becslés megismételheto˝ normákkal. A következo˝ norma-becslés végezheto˝ el
esetünkben: legyen a ~x ∈ Ren értékre a norma ||~x|| := ∑ni=1 |xi|. Ha a következo˝, több komponensu˝ ~σ : Ren → Ren,
yi = σ (i)(xi) {i = 1,2, ...,n} szigmoid minden egyes komponensében kontraktív, akkor ∀i ∃0≤Mi < 1 úgy, hogy |σ (i)(a)−
σ (i)(b)| ≤ Mi|a− b|, ezért állítható, hogy ||~σ(~a)−~σ(~b)|| := ∑ni=1 |σ (i)(ai)−σ (i)(bi)| ≤
[
maxni=1{Mi}
]
∑nj=1 |a j − b j| ≡
M||~a−~b||, 0 ≤ M < 1, azaz kontraktív leképezésünk van. Ezt a módszert alkalmaztuk pl. robotkocsi adaptív szabály-
ozására [55].
Az általánosított, 2 szabadsági fokú törtrendu˝ van der Pol oszcillátor esete
Az itt bemutatott eredmények [44]-bo˝l származnak. Az általánosításban az állapot két komponensu˝, ~q = [q1,q2]T ,
mozgásegyenlete az alábbi:
mq(1+β )1 −µ(1−~q2)q˙1 +ω20 q1 +αq31 +λq51 = g1, mq(1+β )2 −µ(1−~q2)q˙2 +ω20 q2 +αq32 +λq52 = g2.
A szimulációkban a pontos modell-adatok µ = 0.4, ω0 = 0.46, α = 1, λ = 0.1, and m = 6 voltak. A rendelkezésre álló
modell-adatok ezekto˝l jelento˝sen eltértek: µˆ = 2, ωˆ0 = 6, αˆ = 2, ˆλ = 0.3, and mˆ = 8. A nominális pályát a qN1 (t) és
qN2 (t) komponensek képezték, ezek egymáshoz képest fázisban el voltak tolva, és kezdeti fluktuációkat is tartalmaztak,
ami a „megelo˝zo˝ történet” valamilyen beállításai voltak. A következo˝ kinematikai pályakövetés volt elo˝írva: q(1+β )
d
i (t) =
q(1+β )
N
i (t) + KC1(q˙
N
i (t)− q˙i(t)) + KC0(qNi (t)− qi(t)), β = 0.4, T = 10, KC1 = 5 és KC0 = 50. Az adaptív szabályozó
beállításai mindkét tengelyre a következo˝k voltak: A = 10−3, B = 0.8, and K = −200. A szimulációkban egymással
ellentétes elo˝jelu˝ külso˝ zavarok adódtak g1-hez és g2-höz. Az eredményeket a 17. és a 18. ábra mutatja.
Az adaptivitás javító hatása nyilvánvaló.
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18. ábra. A nem adaptív (bal oldali) és az adaptív (jobb oldali) szabályozó grafikonjai: a pályakövetési hibák finom
részletei
7.2. Vetítés a válaszhiba irányára
A fenti megoldásnak van néhány hátránya: sok paramétert tartalmaz (minden egyes komponenshez hozzá kell rendelni
a maga A, B és K adaptív paramétereit), és a különbözo˝ irányú válaszhibákra ez a módszer nem lesz egyformán érzékeny.
A másik kézenfekvo˝ út a válaszhiba irányvektorára vetítve szétbontani az (27) egyenletben széthulló tagokat:
~hn :=~rn−~rd , ~en = ~rn−~rd||~rn−~rd ||Fro , ||~hn||Fro > ε ~rn+1 = (1+ ˜B)~rn + ˜BK~en
~rn+1 =~rn ˜B := B tanh(A||~hn||Fro),
(30)
ahol most Frobenius féle (eukleidészi jellegu˝) normákkal dolgozunk. Ez utóbbi megoldás igen szép eredményeket adott,
ezért tartósan áttértünk annak használatára. Amit ebbo˝l a következo˝ részben bemutatunk, egy háromkereku˝, omnidirek-
cionális kerekekkel hajtott robotkocsi modellje.
A vetítéses transzformáció használata robotkocsi mozgásának adaptív szabályozására
A jármu˝modellek vizsgálatához közelítendo˝, vizsgálati paradigmaként kidolgoztuk egy omnidirekcionális kerekekkel
hajtott háromkereku˝ robotkocsi dinamikai modelljét. A 19. ábra szerint e kerekek a nagy kerekek tengelyén keresztül
számottevo˝ talaj-kocsi kontakt ero˝ kifejtésére képesek, a kis kerekek azonban a saját tengelyük mentén gyakorlatilag
ellenállás nélkül elgördülhetnek. [59]-ben tisztáztuk, hogy háromnál több kerék illetve hajtással rendelkezo˝ kis kerekek
esetén a kívánt mozgás gyorsulásai és a kerekek hajtásai közt nem áll fent egyértelmu˝ kapcsolat (ugyanolyan mozgás meg-
valósításánál a kerekek dolgozhatnak egymás ellen is), ezért egy Moore-Pennrose féle általánosított inverz segítségével
optimalizálva tettük a megoldást egyértelmu˝vé. Kimutattuk, hogy a kis kerekek koordinált hajtására javasolt megoldás
csökkenthetné az egyes kerekek teljesítmény-felvételét. A rendszer dinamikai modelljét szintén itt részleteztük.
Az (30) szerinti transzformációt [58]-ben használtuk e kocsi szabályozására úgy, hogy a bizonytalan dinamikai modellt
kiegészítettük a szabályozó által nem ismert, nem modellezett, dinamikailag csatolt részrendszerrel, majd megdöntöttük
a pályát és hajtás-modellt is alkalmaztunk. Kimutattuk, hogy amennyiben a nominális pálya maga nem gerjeszti a csatolt
részrendszer mozgását, a megfelelo˝ nominális pálya pontos követése miatt az adaptív szabályozó mu˝ködése megfelelo˝,
míg a nem adaptív, szimpla PID változat a csatolt részrendszer állandó gerjesztését okozza [55].
A jelen példában a 20. ábra a nem adaptív szabályozásra vonatkozik. A nagyon rossz mino˝ségu˝ orientációkövetés
nyilvánvaló.
A 21. ábra a 20. ábra adatainak felel meg, de most adaptív mozgásra. Erre érdemes a 22. ábrán látható sebesség-
profilokat és a kerekek teljesítményfelvételét is ábrázolni az adaptív esetre (22). Az adaptivitás mino˝ségjavító hatása
hatása nyilvánvaló.
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Az omnidirekcionális kerék és a 
robotkocsi szerkezete
 
 
19. ábra. Az omnidirekcionális kerék és a robotkocsi kocsi szerkezete, valamint a [59]-ben javasolt koordinált hajtás a kis
kerekekre
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20. ábra. Az omnidirekcionális kereku˝ robotkocsi pozíció- és orientáció követése (felso˝ sor), és gyorsuláskövetése (alsó
sor) nem adaptív szabályozásra
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21. ábra. Az omnidirekcionális kereku˝ robotkocsi pozíció- és orientáció követése (felso˝ sor), és gyorsuláskövetése (alsó
sor) adaptív szabályozásra
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22. ábra. Az omnidirekcionális kereku˝ robotkocsi pozíció- és orientáció hibája (felso˝ sor), sebesség profilja és a kerekek
teljesítmény-felvétele (alsó sor) adaptív szabályozásra
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8. A LYAPUNOV FÜGGVÉNY TECHNIKA KIVÁLTÁSA FIXPONT TRANSZFORMÁCIÓKKAL A „MOD-
ELL REFERENCIÁS ADAPTÍV SZABÁLYOZÓKBAN”
A kutatás folyamán részletekbe meno˝en elemeztük a hagyományos adaptív szabályozási technikákat, melyeket klasszikus
mechanikai rendszerekre, leginkább robotokra dolgoztak ki, mint a Slotine–Li szabályozó ( [87]) [88], „Adaptív Inverz
Dinamika” szabályozó [87], [46], [89], [53]. Összefoglalva megállapítható volt, hogy ezek a) érzékenyek az ismeretlen
külso˝ zavarokra, és b) viszonylag sok paraméterrel nehézkesen és lassan hangolhatók. Ezek kiváltására javasoltuk a
robusztus fixpont transzformációt lokális vonzási tartománnyal, magasabb egész rendu˝ rendszerekre is, mint pl. vasgolyó
mágneses lebegtetése [52] (ez harmadrendu˝ rendszer), valamint lengési problémák kezelésére [51], [61]. Ezek részleteire
itt nem térünk ki.
A hagyományos szabályozáselmélet közkedvelt módszere az ún. „Modell Referenciás Adaptív Szabályozó”, ame-
lynek lényege, hogy a szabályozott rendszert belso˝ hurkokkal olyan viselkedésu˝vé alakítja, mint egy kellemesen kezel-
heto˝ referencia modell viselkedése, amely azután könnyen szabályozható. A legtöbb irodalom erre a célra Lyapunov
függvényeket és valamilyen additív visszacsatolást használ (pl. [91], [92], [94], [93], [95]), ami a módszert általában
komplikálttá és nehézkessé teheti. Ennek kiváltására is javasoltuk a robusztus fixpont transzformációkat a 23. ábra sze-
rint.
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23. ábra. Az MRAC technika hagyományos additív formája (bal oldal), és az általunk javasolt új forma (jobb oldal)
A sémát elo˝ször egy nemlineáris SISO rendszeren mutattuk meg (egy elektrosztatikus mikroaktuátor gyors szabá-
lyozása kapcsán, ahol a „referencia modell” sem volt lineáris, hanem a névleges paraméterei szerinti viselkedést kellett
produkálnia a tényleges eltérések ellenére) [62]. A jelen összefoglalóban ezt egy MIMO rendszer példáján mutatjuk meg
(24).
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24. ábra. A kocsi, gerenda, kosár rendszer dinamikai vázlata
A szimulációs eredmények egyértelmu˝en mutatják, hogy a fixpont transzformáció alkalmazásával el lehetett érni a
referencia modellhez hasonló viselkedést ebben az esetben is, a jelento˝s modellhibák és külso˝ zavarok fennállása mellett.
9. ÖSSZEFOGLALÁS, TOVÁBBI KUTATÁSOK
A projekt keretében számos rendszerre dolgoztunk ki sikeres szimulációt különbözo˝ egyszeru˝, gyorsan hangolható
fixpont transzformációs módszerek adaptív szabályozásban való alkalmazására. E beszámoló ebbo˝l mutatott meg néhány
példát. A továbblépés még bonyolultabb jármu˝ rendszerek, forgalmi rendszerek modellezése és szabályozása irányában
történhetne, és leheto˝ség szerint laboratóriumi méréseket is célszeru˝ lenne végezni.
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25. ábra. A nem adaptív szabályozás (bal oldal), és az adaptív szabályozás (jobb oldal) eredményei: trajektória követés
(elso˝ sor), fázistrajektória követés (2. sor), a kifejtett általános ero˝k (3. sor)
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